



















COMPACTIFICATION MINIMALE ET MAUVAISE RÉDUCTION
par
Benoît Stroh
Résumé.  Nous onstruisons la ompatiation minimale de ertaines variétés modulaires
de Siegel en leurs plaes de mauvaise rédution. Ces variétés paramètrent des shémas abéliens
prinipalement polarisés munis d'une struture de niveau parahorique en un nombre premier p,
et d'une struture de niveau auxilliaire ; elles ont mauvaise rédution en p. Nous esquissons
également une théorie arithmétique des formes modulaires de Siegel assoiées à es variétés.
Abstrat.  We onstrut the minimal ompatiation of some modular Siegel varieties at
their bad redution plaes. These varieties parametrize prinipally polarized abelian shemes
endowed with a parahori level struture at a prime number p, and with an auxiliary level
struture ; suh varieties have bad redution at p. We also sketh the arithmeti theory of the
assoiated Siegel modular forms.
Soient g ≥ 2 et 1 ≤ s ≤ g deux entiers, p un nombre premier, n ≥ 3 un entier non divisible
par p et D = {d1 < d2 < · · · < ds} un sous-ensemble ordonné de {1, · · · , g}. Notons Ag,0 le
hamp dont les points à valeurs dans un shéma S paramètrent les shémas abéliens G sur S
prinipalement polarisés de genre g munis d'un drapeau
H1 ⊂ H2 ⊂ · · · ⊂ Hs−1 ⊂ Hs ⊂ G[p]
de groupes totalement isotropes, nis et plats sur S, tels que Hi soit de rang p
di
pour
1 ≤ i ≤ s ; on dit que G est muni d'une struture de niveau parahorique de type D en p.
Désignons par G0 le shéma abélien universel sur Ag,0 et notons Ag,n,0 le hamp sur
Ag,0 ×Spec(Z) Spec(Z[1/n])
qui paramètre les strutures de niveau prinipales sur G0[n]. Les hamps Ag,0 et Ag,n,0 sont
algébriques, sont lisses sur Spec(Z[1/pn]) mais ne sont pas lisses sur Spec(Zp). On dit qu'ils ont
bonne rédution en les nombres premiers qui ne divisent pas pn et qu'ils ont mauvaise rédution
en p. L'avantage de onsidérer Ag,n,0 plutt que Ag,0 est que d'après [Ser60℄ et [MF94℄, Ag,n,0
est un shéma quasi-projetif sur Spec(Z[1/n]). Ce shéma n'est pas projetif, et on aimerait
le ompatier. Une variante d'une onstrution de Faltings et Chai [FC90, h. V℄ permet
d'obtenir une ompatiation anonique(Ag,n,0 ×Spec(Z[1/n]) Spec(Z[1/pn]))∗
de la restrition de Ag,n,0 au shéma Spec(Z[1/pn]) formé des plaes de bonne rédution. Cette
ompatiation est appelée la ompatiation minimale de Ag,n,0 × Spec(Z[1/pn]). Avant
de donner plus de préisions, introduisons quelques notations. Désignons enore par G0 le
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shéma abélien universel sur Ag,n,0 et notons ω0 le faiseau inversible sur Ag,n,0 des g-formes
diérentielles invariantes sur G0. Rappelons que pour tout k ∈ Z, une forme modulaire de
poids k pour Ag,n,0 × Spec(Z[1/pn]) est un élément du groupe
H0
(
Ag,n,0 × Spec(Z[1/pn]) , ωk0
)
.
La ompatiation minimale de Faltings et Chai s'obtient omme shéma projetif assoié à
l'algèbre graduée des formes modulaires de poids positif, soit





Ag,n,0 × Spec(Z[1/pn]) , ωk0
))
.
Dans et artile, nous onstruisons une ompatiation A∗g,n,0 de Ag,n,0 sur Spec(Z[1/n])
qui étend (Ag,n,0 × Spec(Z[1/pn]))∗ au-dessus de la plae de mauvaise rédution p. Ainsi, le
shéma A∗g,n,0 est projetif sur Spec(Z[1/n]) et vérie
A∗g,n,0 ×Spec(Z[1/n]) Spec(Z[1/pn]) ∼−→
(Ag,0 ×Spec(Z[1/n]) Spec(Z[1/pn]))∗ .
On l'appelle ompatiation minimale de Ag,n,0. Le shéma A∗g,n,0 est relié à l'algèbre gra-
duée des formes modulaires pour Ag,n,0. Remarquons que dans e ontexte, la notion de
poids réserve quelques surprises. En eet, notons Gi = G0/Hi le quotient de G0 par le i-ème
sous-groupe universel sur Ag,n,0, et notons ωi le faiseau inversible sur Ag,n,0 des g-formes
diérentielles invariantes sur Gi pour 1 ≤ i ≤ s. La haîne d'isogénies
G0 −→ G1 −→ · · · −→ Gs
sur Ag,n,0 induit une haîne de morphismes
ωs −→ ωs−1 −→ · · · −→ ω0 ,
dont les restritions à Spec(Z[1/pn]) sont des isomorphismes. Par ontre, es morphismes ne
sont pas des isomorphismes au-dessus de Spec(Zp). Il existe don plusieurs faiseaux auto-
morphes intéressants sur Ag,n,0, et il y a lieu de tous les onsidérer. Ce phénomène est à relier
à la théorie du modèle loal [dJ93℄, qui étudie la mauvaise rédution de Ag,n,0. Dénissons









On obtient le résultat suivant, qui sera préisé dans le théorème 3.9.
Théorème prinipal.  Il existe un shéma A∗g,n,0 qui est anonique, projetif de type ni
sur Spec(Z[1/n]), et qui ontient Ag,n,0 omme ouvert dense. Il est muni d'un faiseau ample











Le shéma A∗g,n,0 est stratié par des variétés de Siegel de genre ≤ g et de niveau parahorique
variable.
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Remarquons qu'utiliser uniquement ω0 onduirait à un shéma dans lequel Ag,n,0 ne se
plonge pas ! L'ingrédient prinipal de la démonstration du théorème est la onstrution de
ompatiations toroïdales de Ag,0 [Str℄.
Remarquons également que l'existene de la ompatiation minimale est bien onnue
pour g = 1 [DR℄. Notre démarhe reste valable dans e as, mais il faut modier l'énoné du
théorème prinipal ar le prinipe de Koeher n'est pas vérié.
Nos résultats s'étendent à un adre plus général que elui des variétés de Siegel. En eet,
on peut remplaer Ag,n,0 par une variété de Shimura P.E.L. assoiée à un groupe rédutif G
sur Q non ramié en p, et à un sous-groupe ompat ouvert net de G(Af ), dont la omposante
en p est un sous-groupe parahorique de G(Qp) inlus dans un sous-groupe hyper-spéial. On
pourra par exemple onsulter [Lan08℄ pour les as de bonne rédution, où la omposante en
p est hyper-spéiale.
Plan de l'artile.  Dans la première partie, nous expliquons omment déduire l'existene
de ompatiations toroïdales de Ag,n,0 des résultats de [Str℄.
Dans la seonde partie, nous étudions les formes modulaires pour Ag,n,0. Nous dénis-
sons leur développement de Fourier-Jaobi, et démontrons un prinipe de Koeher. Pour ela,
nous utilisons le aratère réduit de Ag,n,0 × Spec(Fp) [Gör03℄, la densité de son lieu ordi-
naire [GN02℄ et une desription de ses omposantes irrédutibles [Yu04℄.
Dans la troisième partie, nous onstruisons le shéma A∗g,n,0. Nous utilisons de manière
essentielle la normalité de Ag,n,0 [Str, prop. 3.1.7.1℄.
1. Rappels sur les ompatiations toroïdales de Ag,0
Soient 1 ≤ s ≤ g deux entiers, p un nombre premier, n ≥ 3 un entier non divisible par p
et D = {d1 < d2 < · · · < ds} un sous-ensemble ordonné de {1, · · · , g}. Notons Ag le hamp
algébrique sur Spec(Z) qui paramètre les shémas abéliens prinipalement polarisés de genre g.








où J ′ désigne la matrie anti-diagonale dont les oeients non nuls sont égaux à 1. Notons
Ag,n → Spec (Z[1/n]) l'espae de modules des shémas abéliens prinipalement polarisés de
genre g munis d'une struture de niveau prinipale en n. Il paramètre les shémas abéliens A
munis d'un isomorphisme V /nV
∼−→ A[n] qui respete les formes sympletiques à un salaire
près. D'après [MF94℄ et [Ser60℄, Ag,n est un shéma quasi-projetif sur Spec(Z[1/n]). Notons
Ag,0 → Spec(Z) le hamp de modules des shémas abéliens prinipalement polarisés de genre g
munis d'une struture de niveau parahorique de type D en p. Ce hamp paramètre les shémas
abéliens A munis d'un drapeau de sous-groupes nis, plats et totalement isotropes
H1 ⊂ H2 ⊂ · · · ⊂ Hs ⊂ A[p]
tel que Hi soit de rang p
di
pour 0 ≤ i ≤ s. Posons enn
Ag,n,0 = Ag,0 ×Ag Ag,n .
Ce shéma quasi-projetif sur Spec(Z[1/n]) est l'objet entral de notre artile. Il paramètre
les shémas abéliens prinipalement polarisés de genre g munis d'une struture de niveau
prinipale en n et d'une struture de niveau parahorique de type D en p. Il n'est pas propre
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sur Spec(Z[1/n]) ; on en dérit à présent des ompatiations toroïdales qui dépendent du
hoix d'une déomposition polyédrale d'un omplexe onique.
1.1. Données ombinatoires.  Pour tout sous-espae totalement isotrope V ′ fateur
diret de V , notons V ′⊥ son orthogonal et C(V/V ′⊥) le ne des formes quadratiques semi-
dénies positives à radial rationnel sur (V/V ′⊥) ⊗ R. Notons C l'ensemble des sous-espaes
totalement isotropes fateurs direts de V , et C le quotient de l'union disjointe∐
V ′∈C
C(V/V ′⊥)
par la relation d'équivalene engendrée par les inlusions C(V/V ′′⊥) ⊂ C(V/V ′⊥) pour tous
sous-espaes totalement isotropes fateurs direts V ′′ ⊂ V ′. C'est un omplexe onique muni




Z · xj ,
il existe une injetion de C(X) dans C. Soit Σ une déomposition polyédrale GL(X)-
admissible de C(X) omme dénie dans [FC90, déf. IV.2.2℄. Son orbite dans C sous l'ation
de GSp2g(Z) dénit une déomposition polyédrale GSp2g(Z)-admissible S de C omme
dans [Str, déf. 3.2.3.1℄. D'après [FC90, th. IV.5.7 et IV.6.7℄ et [Str, th. 3.2.7.1℄, il existe des
ompatiations
Ag →֒ Ag , Ag,n →֒ Ag,n et Ag,0 →֒ Ag,0
assoiées à Σ et à S. Posons
Ag,n,0 = Ag,0 ×Ag Ag,n .
C'est une ompatiation de Ag,n,0 sur Spec(Z[1/n]).
1.2. Stratiation de Ag,n,0.  Dans e paragraphe, on dérit deux stratiations natu-




Z · xj ⊕
2g⊕
j=di+1










pour 1 ≤ i ≤ s. Posons
Γ0 = StabGSp2g(Z) (V
•





D'après [FC90, th. IV.5.7 et IV.6.7℄ et [Str, th. 3.2.7.1℄, les hamps algébriques Ag, Ag,n et
Ag,0 sont munis d'une stratiation paramétrée par S/GSp2g(Z), S/Γn et S/Γ0, ainsi que
d'une d'une stratiation plus grossière paramétrée par C/GSp2g(Z), C/Γn et C/Γ0. Dans le
reste de e paragraphe, on dérit plus préisément es stratiations. Soit V ′ ∈ C. Dans [FC90℄
et [Str℄ sont dénis des variétés de Siegel AV ′ , AV ′, n et AV ′, 0 (de type parahorique l'image
de V•D dans V
′⊥/V ′), des shémas abéliens
BV ′ → AV ′ , BV ′, n → AV ′, n et BV ′, 0 → AV ′, 0 ,
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des Z-modules libres SV ′ , SV ′, n et SV ′, 0 , des torseurs
MV ′ → BV ′ , MV ′, n → BV ′, n et MV ′, 0 → BV ′, 0
sous les tores
EV ′ = Hom(SV ′ ,Gm) , EV ′, n = Hom(SV ′, n,Gm) et EV ′, 0 = Hom(SV ′, 0,Gm) ,
et des brés en plongements toriques loalement de type ni
MV ′ → BV ′ , MV ′, n → BV ′, n et MV ′, 0 → BV ′, 0
qui sont munis d'une strate fermée anonique. Notons ΓV ′ , ΓV ′, n et ΓV ′, 0 les stabilisateurs
de V ′ dans GSp2g(Z), dans Γn et dans Γ0.
Notons SV ′ l'ensemble des σ ∈ S inlus dans l'intérieur de C(V/V ′⊥). À tout σ ∈ SV ′ on
assoie des brés en plongements toriques anes de type ni
Mσ → BV ′ , Mσ, n → BV ′, n et Mσ, 0 → BV ′, 0
munis d'une stratiation paramétrée par les faes de σ. Dans tous les as, la strate paramétrée
par σ (la σ-strate) est l'unique strate fermée. Notons Γσ et Γσ,0 les stabilisateurs de σ dans
GSp2g(Z) et dans Γ0 ; e sont des groupes nis.
Remarque 1.2.1.  Comme n ≥ 3, le stabilisateur de σ dans Γn est trivial d'après le lemme
de Serre [Ser60℄.
D'après [FC90, th. IV.5.7 et 6.7℄ et [Str, th 3.2.7.1℄, il existe des isomorphismes
(1.2.A) M̂V ′ / ΓV ′ ∼−→ Â
V ′
g , M̂V ′, n ∼−→ Â
V ′
g,n / ΓV ′, n , M̂V ′, o / ΓV ′, 0 ∼−→ Â
V ′
g,o
M̂σ / Γσ ∼−→ Â
σ
g , M̂σ, n ∼−→ Â
σ
g,n et M̂σ, o / Γσ, 0 ∼−→ Â
σ
g,0
entre omplétés formels le long des V ′-strates et des σ-strates. Considérons les produits brés
AV ′, n,0 = AV ′, 0 ×AV ′ AV ′, n , BV ′, n,0 = BV ′, 0 ×BV ′ BV ′, n ,
MV ′, n,0 = MV ′, 0 ×MV ′ MV ′, n , Mσ, n,0 = Mσ, 0 ×Mσ Mσ, n ,
la somme amalgamée
SV ′, n,0 = SV ′, 0
⊕
SV ′
SV ′, n ,
le groupe ΓV ′, n,0 = ΓV ′, 0 ∩ΓV ′, n et le groupe Γn,0 = Γn ∩Γ0. Les shémas MV ′, n,0 et Mσ,n,0
sont des brés en plongements toriques sur BV ′, n,0, équivariants sous le tore
EV ′, n,0 = Hom(SV ′, n,0,Gm) .
La proposition suivante résulte immédiatement des isomorphismes (1.2.A).
Proposition 1.2.2.  Le hamp algébrique Ag,n,0 est muni d'une stratiation paramétrée
par C/Γn,0. Son omplété formel le long de la V
′
-strate est isomorphe au quotient
M̂V ′, n,0 / ΓV ′, n,0
du omplété formel de MV ′, n,0 le long de la strate fermée anonique. Le hamp Ag,n,0 est
également muni d'une stratiation plus ne paramétrée par S/Γn,0. Son omplété formel le
long de la σ-strate est isomorphe au omplété formel
M̂σ,n,0
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de Mσ,n,0 le long de la σ-strate.
Le orollaire suivant résulte du fait que Ag,n et Mσ,n,0 sont des shémas pour tout σ ∈ S.
Corollaire 1.2.3.  Le hamp algébrique Ag,n,0 est un espae algébrique.
1.3. Extension des shémas abéliens.  Notons G0 le shéma abélien universel sur
Ag,n,0 et H• le drapeau universel de G0[p]. Posons Gi = G0/Hi pour 1 ≤ i ≤ s. Il existe une
haîne d'isogénies
G0 −→ G1 −→ · · · −→ Gs
entre shémas abéliens sur Ag,n,0. Le théorème [Str, 3.2.7.1℄ et les résultats de [FC90, II.2℄
montrent que Gi s'étend en un shéma semi-abélien
Gi −→ Ag,n,0
pour 0 ≤ i ≤ s, et que la haîne d'isogénies s'étend en une haîne de morphismes entre shémas
semi-abéliens. Pour tout 0 ≤ i ≤ s, on note ei la setion neutre de Gi et l'on pose
Ωi = e
∗
i ΩGi/Ag,n,0 et ωi = det( Ωi ) .
Ces derniers sont des faiseaux loalement libres sur Ag,n,0 de rang respetifs g et 1. On
appelle ωi le i-ème bré de Hodge. Il existe une suite de morphismes
ωs −→ ωs−1 −→ · · · −→ ω0
dénis surAg,n,0, qui induisent des isomorphismes après hangement de base par Spec(Z[1/np]).
Pour tous V ′ ∈ C et 0 ≤ i ≤ s, il existe un shéma semi-abélien G˜V ′, i −→ BV ′, n,0 qui est
globalement extension
0 −→ TV ′, i −→ G˜V ′, i −→ AV ′, i −→ 0
d'un shéma abélien par un tore [Str, par. 1.4.5 et 1.4.9℄. Le shéma abélien AV ′, i provient
d'un shéma abélien sur AV ′, n,0. Le groupe des aratères XV ′, i du tore TV ′, i est égal à
l'image de V2s−i
D
dans V/V ′⊥ [Str, par. 3.2.1℄. On a par exemple XV ′,0 = V/V
′⊥
. Pour tout
σ ∈ SV ′ , on note enore G˜V ′, i le shéma semi-abélien qui est l'image réiproque de G˜V ′, i par
le morphisme
M̂σ, n,0 −→ BV ′, n,0 .
D'après la remarque qui suit [Str, th. 3.1.8.2℄, l'extension de Raynaud de
Gi −→ M̂σ,n,0







∼−→ det (XV ′, i)⊗ ωAV ′, i .
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2. Formes modulaires de Siegel
Dans ette partie, on dénit les formes modulaires de genre g, de niveau prinipal en n, et de
niveau parahorique de type D en p. Le poids d'une telle forme est une famille d'entiers relatifs
(k0, · · · , ks) qui ode le faiseau inversible dont la forme est une setion globale. On dénit
le développement de Fourier-Jaobi d'une forme modulaire, qui dépend a priori d'un élément
de S/Γn,0. On montre qu'il ne dépend en fait que de l'élément orrespondant dans l'ensemble
C/Γn,0, qui est par dénition l'ensemble des pointes ou usps. On montre un prinipe de
Koeher, valable si g ≥ 2, ainsi qu'un prinipe de développement de Fourier-Jaobi.






qui est un faiseau inversible sur Ag,n,0.
Dénition 2.1.  Une forme modulaire de Siegel de genre g, de poids k, de niveau prinipal
en n, de niveau parahorique de type D en p, et à valeurs dans M est un élément du goupe
H0(Ag,n,0 , ωk ⊗M) .
Remarque 2.2.  La famille k = (k0, · · · , ks) induit une famille de aratères(
detk0 , · · · ,detk0
)
du groupe algébrique GLg. On pourrait remplaer le hoix de k par elui d'une famille de s+1
représentations algébriques de GLg, et l'on obtiendrait des formes à valeurs vetorielles ; les
résultats de ette partie s'adapteraient sans peine.
Si M est un Z[1/pn]-module, les faiseaux ω⊗kii ⊗M sont tous isomorphes. La donnée de k
est don équivalente à elle de
∑
i ki.
Proposition 2.3.  Le groupe H0(Ag,n,0 , ωk ⊗M) est indépendant du hoix de la déom-
position polyédrale Σ.
Démonstration.  Soit Σ′ une autre déomposition polyédrale GL(X)-admissibles de C(X).
Notons
A′g,n,0
la ompatiation toroïdale qui lui est assoiée. Deux déompositions admettent un rane-
ment ommun ; on peut don supposer que Σ′ rane Σ. Il existe alors un morphisme
φ : A′g,n,0 −→ Ag,n,0
qui est propre, surjetif et birationnel. Loalement pour la topologie étale, φ s'identie à
un morphisme entre plongements toriques équivariants sous le même tore. En utilisant les
résultats de [KKMSD73, I.3℄, on voit que
φ∗ OA′g,n,0 = OAg,n,0
et que pour tout j > 0, on a
Rj φ∗ OA′g,n,0 = 0 .
8 BENOÎT STROH





∗ωi, la formule de projetion et
la suite spetrale de Leray montrent qu'on a bien
H0
(




A′g,n,0 , ω′ k ⊗M
)
.
2.4. Développement de Fourier-Jaobi.  Le EV ′, n,0 -torseur MV ′, n,0 est ane sur
BV ′, n,0 pour tout V ′ ∈ C. Il existe don un faiseau A en algèbres sur OBV ′, n,0 tel que
MV ′, n,0 = Spec(A)
Le tore EV ′, n,0 agit sur A et l'on peut déomposer e faiseau en algèbres selon le groupe des





où L(λ) est le sous OBV ′, n,0-module de A sur lequel EV ′, n,0 agit par λ. Comme MV ′, n,0 est
un EV ′, n,0 -torseur, L(λ) est un faiseau inversible sur BV ′, n,0. Pour tout σ ∈ SV ′ , si l'on pose
σ∨ =
{
λ ∈ Sym2(V/V ′⊥ ⊗ R) tel que b(λ) ≥ 0 ∀ b ∈ σ
}
,



















Dans la dénition suivante, on utilise la proposition 1.2.2 et le alul (1.3.A) de ωi au voisinage
d'une strate. Soit f ∈ H0(Ag,n,0 , ωk ⊗M).












BV ′, n,0 , L(λ)⊗ ωket ⊗ ωkab ⊗M
)
obtenue en évaluant f sur le omplété formel de Mσ,n,0 le long de sa σ-strate.
Posons σ> =
{
λ ∈ Sym2(V/V ′⊥ ⊗ R) | b(λ) > 0 ∀ b ∈ σ } . L'idéal de la σ-strate deMσ,n,0
est engendré par les H0(BV ′, n,0,L(λ)) où λ ∈ SV ′, n,0 ∩ σ>. On en déduit que presque tous
les aλ,σ(f) sont nuls pour λ ∈ σ∨ − σ>.
Proposition 2.4.2.  Le développement de Fourier-Jaobi de f en σ ∈ SV ′ ne dépend que
de f et de V ′.
Démonstration.  Soient σ, τ ∈ SV ′ . Quitte à onsidérer une suite de nes reliant τ et σ,
on peut supposer que τ est une fae de σ. Il existe alors une immersion ouverte
Mτ,n,0 →֒ Mσ,n,0 .
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Comme les shémas semi-abéliens GV ′, i se orrespondent via e plongement, on voit que










de f en la pointe V ′ ∈ C. Le orollaire suivant résume quelques propriétés élémentaires du
développement de Fourier-Jaobi. On y utilise le fait que ∩σ∈SV ′ σ∨ = C(V/V ′⊥)∨ et que le




BV ′, n,0 , L(λ)⊗ ωket ⊗ ωkab ⊗M
)
.
Corollaire 2.4.3.  Le développement de Fourier-Jaobi de f en V ′ est indépendant de Σ,
et est invariant sous l'ation de ΓV ′, n,0. L'appliation λ 7→ aλ,V ′(f) est à support dans
SV ′, n,0 ∩ C(V/V ′⊥)∨ .
On a Fγ·V ′ (f) = γ · FV ′(f) pour tout γ ∈ Γn,0.
Remarque 2.4.4.  Si V ′ ∈ C est un sous-espae totalement isotrope maximal, le shéma
BV ′, n,0 est égal à Spec(Z[1/n]) et le développement de Fourier-Jaobi de f est un élément de
Z[1/n]
[[
SV ′, n,0 ⊗ ωket ⊗M
]]
,
qu'on appelle habituellement q-développement de f .
2.5. Prinipe de Koeher.  Dans e paragraphe, on démontre un prinipe de Koeher
en utilisant la méthode de [FC90, V.1℄ et la proposition suivante, qui résulte de [GN02℄ et
de [Yu04℄.
Proposition 2.5.1.  Toute omposante irrédutible de Ag,n,0 × Spec(Fp) renontre le bord
de Ag,n,0 × Spec(Fp).
Démonstration.  Il sut de démontrer l'énoné analogue où Fp est remplaé par une lture
algébrique Fp. D'après le théorème prinipal de [GN02℄, le lieu ordinaire Aordg,n,0 de Ag,n,0 ×
Spec(Fp) est dense dans Ag,n,0× Spec(Fp). On en déduit que les omposantes irrédutibles de
Ag,n,0×Spec(Fp) sont les adhérenes des omposantes irrédutibles de Aordg,n,0. D'après [Yu04,
3.2 et 3.3℄, les omposantes irrédutibles de Aordg,n,0 sont ses omposantes onnexes. De plus,
on dispose d'une desription expliite de es omposantes onnexes : e sont les bres du
morphisme




2 < · · · < d′s) | 0 ≤ d′i ≤ di ∀ i ≤ s
}
qui à un objet
(
A, c : (Z/nZ)2g
∼→ A[n],H•
)
de Aordg,n,0 assoie le fateur de similitude de c et
la famille formée des rangs multipliatifs d′i des Hi. On déduit de la proposition 1.2.2 que
haque omposante onnexe de Aordg,n,0 renontre le bord de Ag,n,0 × Spec(Fp) [Str, 1.2.6℄.
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Remarque 2.5.2.  En fait, on a démontré que toute omposante irrédutible de Ag,n,0 ×
Spec(Fp) renontre une V
′
-strate pour un ertain V ′ ∈ C maximal.
Corollaire 2.5.3.  Si FJV ′(f) = 0 pour tout V
′ ∈ C, on a f = 0.
Démonstration.  Sur un shéma quasi-ohérent, la formation de la ohomologie ohérente
ommute aux limites indutives de faiseaux. On peut don supposer que M est de type ni
sur Z, puis que M est égal à Z/pZ, à Z[1/n] ou à Z/lZ, où l est un nombre premier qui ne
divise pas np. En partiulier, M est un anneau et l'on a
H0
(




Ag,n,0 × Spec(M) , ωk
)
.
Si M = Z[1/n] ou Z/lZ, pour tout σ ∈ S l'image du morphisme
M̂σ,n,0 × Spec(M) −→ Ag,n,0 × Spec(M)
donné par la proposition 1.2.2 a une intersetion non vide ave toutes les omposantes irrédu-
tibles de Ag,n,0× Spec(M). Pour onlure, il sut de remarquer que pour tout shéma réduit
X, pour tout ouvert dense U et pour tout faiseau F loalement libre sur X, la restrition
H0(X,F) −→ H0(U,F)
est injetive. Si M = Z/pZ, un raisonnement analogue s'applique. On utilise la proposi-
tion 2.5.1 et le aratère réduit de Ag,n,0× Spec(M) [Gör03℄, en tenant ompte des dévelop-
pements de Fourier-Jaobi en tous les V ′ ∈ C.
Remarque 2.5.4.  Soit R un système de représentants des orbites de sous-espaes to-
talement isotropes maximaux fateurs direts de V sous l'ation de Γn,0. D'après la re-
marque 2.5.2, l'appliation f 7→ {FJV ′(f)}V ′∈R est injetive. Si l'on se restreint aux formes
modulaires à oeients dans un module sans p-torsion, il résulte de la démonstration du
orollaire 2.5.3 que f 7→ FJV ′(f) est injetive pour tout V ′ ∈ C.
On déduit du orollaire 2.5.3 un prinipe de développement de Fourier-Jaobi.
Corollaire 2.5.5.  SoientM ⊂M ′ deux Z-modules et f ∈ H0(Ag,n,0 , ωk⊗M ′). Si FJV ′(f)
est à oeients dans M pour tout V ′ ∈ C, on a
f ∈ H0(Ag,n,0 , ωk ⊗M) .
On dispose également d'un prinipe de Koeher.
Proposition 2.5.6.  Si g ≥ 2, l'appliation de restrition réalise un isomorphisme
H0
(




Ag,n,0 , ωk ⊗M
)
.
Démonstration.  On se réduit omme préédemment au as où M = Z[1/n] ou Z/lZ, et
où l ne divise pas n. Le shéma Ag,n,0 × Spec(M) est un ouvert dense de Ag,n,0 × Spec(M).
Le shéma Ag,n,0 × Spec(M) est réduit. On en déduit que l'appliation de restrition est
injetive. Montrons qu'elle est surjetive. Soit f ∈ H0(Ag,n,0×Spec(M), ωk). Pour tout V ′ ∈ C
maximal, on peut former un développement de Fourier-Jaobi FJV ′(f) analogue à elui de la
dénition 2.4.1. Notons Λ l'ensemble des λ ∈ SV ′, n,0 tels que aλ,V ′(f) 6= 0. Il est invariant
sous ΓV ′, n,0 et son intersetion ave SV ′, n,0 \ σ∨ est nie pour tout σ ∈ SV ′ . On déduit
de [FC90, lem. V.1.3℄ que Λ ⊂ C(V/V ′⊥)∨ : en eet, on remarque que l'image de ΓV ′, n,0
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dans GL(V/V ′⊥) est d'indie ni, et qu'une puissane assez grande de l'endomorphisme T
de [FC90, V.1.3℄ est dans ette image. La setion f s'étend don à M̂V ′,n,0. On en déduit
que f s'étend M̂V ′′,n,0 pour tout V
′′ ∈ C, puis que f s'étend à Ag,n,0.
2.6. Coeient onstant.  Soient une forme modulaire f ∈ H0(Ag,n,0 , ωk ⊗M), un
sous-espae V ′ ∈ C et un ne σ ∈ SV ′ . Dans ette partie, nous montrons que la restrition
de f à la σ-strate est indépendante de σ et dénit une forme modulaire de genre g− rang(V ′).
Proposition 2.6.1.  La restrition de f à la σ-strate de Ag,n,0 ne dépend que de V ′ et est
égale à
a0,V ′(f) ∈ H0
(
BV ′, n,0 , ωket ⊗ ωkab ⊗M
)
Démonstration.  L'idéal de la σ-strate est engendré par les H0(BV ′, n,0 ,L(λ)) où λ ∈
SV ′, n,0 ∩ σ>, et le développement de Fourier-Jaobi de f est à support dans C(V/V ′⊥)∨.
Mais C(V/V ′⊥)∨ \ σ> = {0} ar σ est inlus dans l'intérieur de C(V/V ′⊥).
On rappelle que pour 0 ≤ i ≤ s, le shéma abélien AV ′, i desend à la variété de Siegel
AV ′, n,0 de genre g−rang(V ′) et de type parahorique l'image de V•D dans V ′⊥/V ′. D'après [Str,
prop. 1.4.6.1℄, la èhe BV ′, n,0 → AV ′, n,0 admet une setion anonique dont l'image s'identie
aux invariants de BV ′, n,0 par ΓV ′, n,0. On en déduit le résultat suivant.
Corollaire 2.6.2.  La setion a0,V ′(f) provient d'une setion de H
0
(




Construisons à présent la ompatiation minimale de Ag,n,0. Dans un premier temps,
on se restreint au as où n > 2pg
√
2p. Cette hypothèse sera utilisée dans la preuve de la
proposition 3.3.
Le théorème [MB85, IX.2.1℄ arme que si S est un shéma normal exellent, si G→ S est
un shéma semi-abélien et si ωG/S désigne le déterminant du faiseau des formes diérentielles
invariantes de G, il existe un entier positif m tel que
ω⊗mG/S
soit engendré par ses setions globales sur S. Le shéma Ag,n,0 est exellent et normal
d'après [Str, th. 3.2.7.1℄. Il existe don un entier positif m tel que ω⊗mi soit engendré par ses
setions globales pour tout 0 ≤ i ≤ s. Ainsi, il existe un morphisme propre





H0(Ag,n,0 , ωmi )
)
.
On applique le théorème de fatorisation de Stein [ÉGA iii 4.3.3, 4.3.4℄ et l'on obtient un











où ψ est un morphisme ni, où les bres de π sont non vides et géométriquement onnexes,





qui est très ample et tel que ϕ∗Li ∼→ ωmi . L'existene du plongement
de Segre [ÉGA ii 4.3℄ montre que ⊠
s







sons L = ψ∗ ⊠si=0 Li ; d'après [ÉGA ii 4.6.3℄, 'est un faiseau ample sur A∗g,n,0. Il résulte




H0(A∗g,n,0 , Lk )
)
.
Comme π∗L ∼→ ⊗ ωmi et π∗OAg,n,0 = OA∗g,n,0 , on a H0(A∗g,n,0,Lk) = H0(Ag,n,0,⊗i ωkmi ) pour




H0(Ag,n,0 , ωk )
)
.
En partiulier, l'algèbre graduée
⊕
k∈N H
0(Ag,n,0 , ωk ) est de type ni sur Z[1/n]. La propo-
sition 2.3 montre que A∗g,n,0 est indépendant du hoix de Σ.
Lemme 3.1.  Soient g, m et N trois entiers tels que m > 2Ng
√
2N , soit K un orps, et
soient G et G′ deux shémas abéliens de genre g sur Spec(K) munis de polarisations λ et λ′
et de strutures de niveau prinipales en m. Si λ est prinipale, il existe au plus une isogénie
f : G→ G′ ompatible aux strutures de niveau en m telle que f t ◦λ′ ◦f = Nλ, où f t désigne
l'isogénie duale de f .
Démonstration.  Soient f et g deux isogénies satisfaisant les hypothèses du lemme. Comme
Hom(G,G′) s'identie à un réseau de End(G) ⊗ Q inlus dans End(G) ⊗ Z[1/N ], on peut
voir f et g omme des Q-endomorphismes de G tels que Nf et Ng soient dans End(G).
D'après [Mum70, oro. 19.3℄, la Q-algèbre End(G) ⊗ Q est semi-simple de rang ≤ 4g2. No-
tons Tr la trae réduite qui lui assoiée et q la forme quadratique sur End(G)⊗Q qui envoie u
sur Tr(utλuλ−1). Cette dernière est dénie positive par [Mum70, th. 21.1℄ et prend des valeurs
entières sur End(G). Par hypothèse, on a
q(f) = Tr(p) ≤ 4Ng2 , q(g) ≤ 4Ng2
et il existe u ∈ Hom(G,G′) tel que f − g = mu. On a don
m2q(u) = q(f − g) ≤ q(f) + q(g) ≤ 8Ng2 .
Comme m > 2Ng
√
2N par hypothèse, on en déduit que q(u) < 1/N2. Or on a
Nu ∈ End(G)
et q prend des valeurs entières sur End(G), don u = 0 et f = g.
Remarque 3.2.  En posant N = 1 puis G = G′ et λ = λ′ dans le lemme préédent, on
montre que tout automorphisme de G préservant une polarisation prinipale et une struture
prinipale de niveau > 2g
√
2 est égal à l'identité. Cei est une forme faible du lemme de
Serre [Ser60℄.
COMPACTIFICATION MINIMALE ET MAUVAISE RÉDUCTION 13
Proposition 3.3.  Les bres géométriques de π au-dessus de l'image de Ag,n,0 possèdent
un unique point géométrique.
Démonstration.  Comme ϕ∗Li ∼→ ωmi , le faiseau ωmi est trivialisé le long des bres de π
pour 0 ≤ i ≤ s. D'après [MB85, th. X.4.5℄ ou [FC90, prop. V.2.2℄, on en déduit que pour
tout point géométrique x¯ de π(Ag,n,0) et tout 0 ≤ i ≤ s, la bre π−1(x¯) est inluse dans Ag,n,0
et la lasse d'isomorphisme du shéma abélien Gi est onstante sur π
−1(x¯). Le faiseau des
endomorphismes de Gi est onstant sur π
−1(x¯) , à valeurs dans un Z-module libre de type
ni. Cela implique que la lasse d'isomorphisme du shéma abélien polarisé Gi est onstante
sur π−1(x¯). On rappelle qu'on suppose n > 2pg
√
2p. On applique le lemme 3.1 à G = G0, à
G′ = Gi, à la polarisation prinipale λ = λ0 de G0, à la polarisation anonique λ
′ = λi de Gi,
à m = n et à N = p pour 0 ≤ i ≤ s. On en déduit que la lasse d'isomorphisme de la haîne
d'isogénies
G0 −→ G1 −→ · · · −→ Gs
entre shémas abéliens polarisés est onstante sur π−1(x¯). Cela montre que la bre géométrique
π−1(x¯) possède un unique point géométrique.
Corollaire 3.4.  La restrition de π à Ag,n,0 est un isomorphisme sur son image.
Démonstration.  D'après la proposition 3.3 et le Main Theorem de Zariski [ÉGA iii 4.4.3℄,
la restrition de π à Ag,n,0 est nie sur son image. La proposition 3.3 et le aratère réduit
de Ag,n,0 montrent que la restrition de π à Ag,n,0 est une appliation birationnelle. Comme
π∗OAg,n,0 = OA∗g,n,0 et Ag,n,0 est normal, le théorème des fontions formelles [ÉGA iii 4.1.5℄
montre que le shéma A∗g,n,0 est normal. Toute appliation nie birationnelle d'image normale
est un isomorphisme. C'est don le as du morphisme π : Ag,n,0 → π(Ag,n,0) obtenu par
restrition.
Étudions à présent la restrition de π aux autres strates de Ag,n,0. Comme π est donné par
l'évaluation de formes modulaires de Siegel, le orollaire 2.6.2 implique que pour tout V ′ ∈ C,
la restrition de π à la V ′-strate se fatorise en
πV ′ : AV ′, n,0 −→ A∗g,n,0 .
On montre omme préédemment que πV ′ est un morphisme ni birationnel sur son image,
dont les bres géométriques possèdent un unique point géométrique. Avant de prouver la
normalité de πV ′(AV ′, n,0), il nous faut établir quelques résultats préliminaires.
Proposition 3.5.  Deux strates paramétrées par des éléments diérents de C/Γn,0 ont des
images disjointes par π.
Démonstration.  Soit x¯ un point géométrique de A∗g,n,0. D'après [FC90, prop. V.2.2℄, la
restrition de Gi à π
−1(x¯) pour 0 ≤ i ≤ s est un shéma semi-abélien de rang torique onstant.
Ainsi, les rangs multipliatifs et abéliens [Str, 1.2.6℄ de la haîne
(3.5.A) G0 → G1 → · · · → Gs
sont onstants sur π−1(x¯). Or d'après [Str, 1.2.6℄, es rangs paramètrent exatement l'ensemble
C/Γn,0.
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Le shéma A∗g,n,0 est don muni d'une stratiation indexée par C/Γn,0. Notons ZV ′ la
strate de A∗g,n,0 paramétrée par V ′ ∈ C. Soit x¯ un point géométrique de ZV ′ . Notons enore x¯
l'unique point géométrique de la bre de πV ′ : AV ′, n,0 −→ A∗g,n,0 en x¯. Notons
ÔA∗g,n,0 , x¯
le omplété du loalisé strit OA∗g,n,0, x¯ de A∗g,n,0 en x¯ et
B̂V ′, n,0, x¯
le omplété formel de BV ′, n,0× Spec(OAV ′,n,0, x¯) le long de la bre de BV ′, n,0 → AV ′, n,0 en x¯.








B̂V ′, n,0, x¯ , L(λ)
)Γn,0
qui induit un isomorphisme
ÔZV ′ , x¯
∼−→ ÔAV ′, n,0 , x¯
Démonstration.  D'après [ÉGA iii 4.1.5℄, l'anneau omplet ÔA∗g,n,0, x¯ est isomorphe à l'an-
neau des fontions régulières sur le omplété formel de Ag,n,0 le long de π−1(x¯). La proposi-
tion 3.5 montre que π−1(x¯) est inlus dans la V ′-strate de Ag,n,0×Spec(OA∗g,n,0, x¯). L'existene
du premier isomorphisme résulte de l'isomorphisme
M̂V ′, n,0 / ΓV ′, n,0 ∼−→ Â
V ′
g,n,0
et du fait que l'anneau des fontions régulières sur M̂V ′, n,0 est∏




B̂V ′, n,0 , L(λ)
)
.
La seonde assertion se déduit de la première et du orollaire 2.6.2.
Corollaire 3.7.  Pour tout V ′ ∈ C, la restrition de π à la V ′-strate de Ag,n,0 se fatorise
en un isomorphisme πV ′ : AV ′, n,0 ∼−→ ZV ′.
Démonstration.  Soit V ′ ∈ C. On a vu que la restrition de π à la V ′-strate de Ag,n,0 se fa-
torisait en un morphisme πV ′ : AV ′, n,0 → A∗g,n,0. Par dénition, le sous-shéma ZV ′ de A∗g,n,0
est l'image de πV ′ . On a montré que le morphisme πV ′ : AV ′, n,0 → ZV ′ est ni birationnel.
D'après [Str, prop. 3.1.7.1℄, le shéma AV ′, n,0 est normal. On déduit du seond isomorphisme
de la proposition 3.6 que le shéma ZV ′ est normal. Ainsi, πV ′ induit un isomorphisme de
AV ′, n,0 sur ZV ′ .
Soit n′ un entier divisible par n mais non par p. Le shéma Ag,n′,0 est muni d'une ation
du groupe GSp2g(Z/n
′Z), et le quotient par l'ation du sous-groupe Γn,0/Γn′,0 s'identie a-
noniquement à Ag,n,0. Comme l'éventail Σ est équivariant sous l'ation de GL(X), le shéma
A∗g,n′,0 est muni d'une ation de GSp2g(Z/n′Z) prolongeant elle sur Ag,n′,0. Le quotient de
A∗g,n′,0 par Γn,0/Γn′,0 est anoniquement isomorphe à A∗g,n,0.
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Pour tout n ≥ 3, il existe un entier n′ > 2pg√2p qui est divisible par n mais non par p. En
posant
A∗g,n,0 = A∗g,n′,0 / Γn,0 ,
on obtient une ompatiation minimale de Ag,n,0 qui est indépendante du hoix de n′.
Remarque 3.8.  De la même manière, on obtient une ompatiation minimale de l'es-
pae de modules grossier assoié à Ag,0. Sa desription est moins élégante que elle de A∗g,n,0
ar il faut tenir ompte des automorphismes du hamp Ag,0.
Notons A∗g,n la ompatiation minimale de Ag,n onstruite dans [FC90, V.2.5℄. On rap-
pelle que Ag,n,0 désigne la ompatiation toroïdale assoiée à Σ. Dans le théorème suivant,
nous résumons les propriétés de la onstrution que nous venons d'eetuer. Le as des ourbes
elliptiques étant bien onnu [DR℄, on suppose g ≥ 2.
Théorème 3.9.  Pour tout n ≥ 3, il existe un shéma anonique A∗g,n,0 projetif de type
ni sur Spec(Z[1/n]). Il ontient Ag,n,0 omme ouvert dense, est normal et indépendant de Σ.
Le morphisme d'oubli de Ag,n,0 vers Ag,n s'étend en un morphisme de A∗g,n,0 vers A∗g,n. Pour
tout 0 ≤ i ≤ s, le bré de Hodge ωi sur Ag,n,0 s'étend en un faiseau inversible sur A∗g,n,0. Le












Le shéma A∗g,n,0 est muni d'une stratiation loalement fermée paramétrée par C/Γn,0 ; la
strate assoiée à V ′ ∈ C est anoniquement isomorphe à AV ′, n,0. Il existe un morphisme
anonique
π : Ag,n,0 −→ A∗g,n,0 .
L'image inverse par π de la stratiation de A∗g,n,0 oïnide ave la stratiation de Ag,n,0 qui
est paramétrée par C/Γn,0.
Démonstration.  L'isomorphisme entre A∗g,n,0 et Proj












et du prinipe de Koeher 2.5.6, qui est valable si g ≥ 2. Il reste à prouver que ωi s'étend en un
faiseau inversible sur A∗g,n,0 pour 0 ≤ i ≤ s. Soit j l'immersion de Ag,n,0 dans A∗g,n,0. Comme
A∗g,n,0 est normal et A∗g,n,0\Ag,n,0 est de odimension ≥ 2, une éventuelle extension loalement
libre du faiseau ωi est unique, et égale à j∗ωi. Par desente, il sut de montrer que ωi s'étend
au omplété du loalisé strit de A∗g,n,0 en tout point géométrique d'une V ′-strate. Cela résulte
de (1.3.A) et du orollaire 3.7.
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